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Тема 2
Подільність чисел
1. Теоретичний матеріал
В результаті опрацювання теми учні дізнаються про властивості подільності чисел, про існування чисел-близнят та досконалих чисел, навчаться доводити, що одне число ділиться на інше, користуватися остачами від ділення для розв’язування задач.
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Подільність - здатність одного числа ділитися на інше. Властивості подільності залежать від того, які множини чисел розглядають. Якщо розглядають лише цілі додатні (натуральні) числа, то говорять, що одне число ділиться на інше (є кратним іншого), якщо частка від ділення першого числа на друге буде також цілим числом.  Число називається простим, якщо у нього немає дільників, відмінних від нього самого і від одиниці (наприклад, числа 2, 3, 5, 7, 97, 199 і так далі), і  складеним  в іншому випадку. Число 1 не є ні простим числом, ні складеним. Зверніть увагу на те, що серед простих чисел лише одне парне – 2.  Доведено, що простих чисел - нескінченна кількість. Таблиці простих чисел друкуються в математичних довідниках і підручниках, їх можна знайти в Інтернеті.  Метод знаходження простих чисел – решето Ератосфена.  

Таблиця простих чисел
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Якщо прості числа відрізняються на 2, то їх називають числами-близнята-ми. Наприклад, в першій сотні це 3 і 5, 5 і 7, 11 і 13, 17 і 19, 29 і 31, 41 і 43, 59 і 61, 71 і 73. 
Математикам завжди було цікаво знайти найбільше просте число. Леонард Ейлер в свій час  знайшов велике просте число 231 − 1 = 2147483647.
Сучасна техніка дозволяє прискорити процес обчислення, але все одно це не просто, тому людині, яка знайде просте число з більш ніж 100 000 000 цифр обіцяно велику премію.
Число називається досконалим, якщо воно дорівнює сумі своїх дільників, відмінних від нього самого. Наприклад, 6 – досконале число, оскільки 6 = 1 + +2 + 3. 
Евклід з’ясував, що якщо число 2p – 1 – просте, то число 2p–1(2p – 1) буде  досконалим.
Будь-яке ціле число можна представити у вигляді добутку простих чисел або розкласти на прості множники. Наприклад, 504 = 2·2·2·3·3·7, причому це розкладання єдине з точністю до порядку множників Так, розкладання числа 504 на множники може бути записано таким чином:  504 = 3·2·7·3·2·2 = 7·3·2·2·3·2 і так далі, проте всі ці розкладання відрізняються лише порядком множників.
Основна теорема арифметики:  будь-яке натуральне число, відмінне від одиниці,  розкладається на добуток простих чисел єдиним чином. 
У загальному випадку, число n ділиться на просте число р тоді і лише тоді, коли р зустрічається серед простих множників, на які розкладається n.  
Існує ряд ознак подільності, по яких можна легко визначити, чи ділиться натуральне число n  на дане просте число р. 
Ознаки подільності

1. Число ділиться на 2, якщо воно закінчується на 0, 2, 4, 6 або 8, тобто, якщо воно парне. 
2. Число ділиться на 5, якщо воно закінчується на 0 або 5.  
3. Число ділиться на 3 або на 9, якщо сума цифр числа ділиться на 3 або на 9 відповідно. Наприклад, число 414 ділиться і на  3 і на 9 (сума цифр дорівнює 9), а число 417 ділиться на 3, але не ділиться на 9 (сума цифр дорівнює 12, ділиться на 3 і не ділиться на 9).

4. Число ділиться на 11, якщо різниця суми цифр, що стоять на парних місцях, і суми цифр, що стоять на непарних місцях, ділиться на 11. Наприклад, число 1969 ділиться на 11 (сума цифр, що стоять на парних місцях рівна 18, а на непарних - 7).

5. Число ділиться на 7 або на 13, якщо на ці числа ділиться різниця числа тисяч і числа, що виражається останніми трьома цифрами; ця операція зменшує число знаків в числі, і послідовне її вживання приводить до тризначного числа. Наприклад, 825 678 ділиться на 7, оскільки 825-678 = 147 ділиться на 7.
6. Число ділиться на 4, якщо число, що записане двома останніми цифрами цього числа, ділиться на 4.

7. Число ділиться на 8, якщо число, що записане трьома останніми цифрами цього числа, ділиться на 8.

8. Якщо число ділиться на два взаємно простих числа, то воно ділиться і на їх добуток:

1) на 6 діляться ті числа, які діляться на 2 та 3,

2) на 12 діляться ті числа, які діляться на 3 та 4,

3) на 15 –ті, які діляться на 3 та5,

4) на 18 – ті, які діляться на 2 та 9.

Властивості подільності чисел

1. Якщо кожний з доданків ділиться на якесь число, то їх сума обов’язково ділиться це число.

2. Якщо кожний з доданків, окрім одного ділиться на якесь число, а один не ділиться, то сума не ділиться на це число.

3. Якщо зменшуване і те, що віднімається ділиться на якесь число, то їх різниця ділиться на це число.

4. Якщо тільки одне з чисел – зменшуване або те, що віднімається - ділиться на якесь число, а друге не ділиться,  то  и різниця не ділиться на це число.

5. Якщо хоч один з множників ділиться на якесь число, то і добуток їх також ділиться на це число.
№30
Назвіть числа-близнята з п’ятої сотні.

Відповідь. 419 и 421, 431 и 433, 461 и 463.

№31
Доведіть, що добуток двох послідовних натуральних чисел, ділиться на 2.

Розв’язання

Нехай 
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 - послідовні натуральні числа, тоді одне з них обов’язково парне, тому 
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 ділиться на 2.

№32
Відомо, що 
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Розв’язання

Оскільки 
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 - ціле число.

Це означає, що 
[image: image13.wmf]bc

ad

+

 ділиться на 
[image: image14.wmf]c

a

+

.
№33
В клаcі навчається 31 учень. Чи може кожен із них дружити рівно з дев’ятьма однокласниками?

Розв’язання

Припустимо, що це можливо. Тоді кількість пар учнів, які дружать один з одним, дорівнює 
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  і повинно бути цілим, але це не так. Отже, припущення не є вірним.

Відповідь. Не може.
№34
Довести, що трицифрове число, яке записане однаковими цифрами, ділиться на 37.

Розв’язання
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Що і треба було довести.
№35
Знайдіть три досконалі числа.

Розв’язання

Якщо  р = 3,    2р- 1 = 23- 1 = 7,      2p–1(2p – 1) = 23–1(23 – 1) = 4∙7 = 28.   
28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14.

Якщо р = 5,    2р- 1 = 25- 1 = 31,    2p–1(2p – 1) = 25–1(25 – 1) =16∙31 =496. 

 496 = 1 + 2 + 4 + 6 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248.

Якщо р = 7,    2р- 1 = 27- 1 = 127,      2p–1(2p – 1) = 27–1(27– 1) =64∙127 =8128.   

8128 = 1 +  2 + 4 +8 + 16 + 32+ 64 + 127 + 254 + 508 +1016 + 2032 + 4064.

Відповідь. 28, 496, 8128.
№36
Використовуючи властивості подільности та відомості про подільність на число к кожного з доданків, визначте, ділиться на к  сума або добуток. 
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Розв’язання
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№37
Вкажіть, які з наступних тверджень помилкові:

а) якщо доданки не діляться на якесь число, то і сума не ділиться на це число; б) якщо добуток двох чисел ділиться на яке-небудь число, то хоч би один з множників ділиться на це число;

в) якщо множники не діляться на яке-небудь число, то і добуток не ділиться на це число;

г) якщо різниця ділиться на яке-небудь число, то і зменшуване, і те, що віднімаємо, ділиться на це число.

Розв’язання

а) помилкове. Приклад: 7+3 = 10;  7 і 3 не діляться на 5, а 10 ділиться на 5;

б) помилкове. Приклад: 6 · 10 = 60; 60 ділиться на 15, але ні 6, ні 10 не діляться; 
в) помилкове. Приклад: 6 · 10 = 60; ні 6, ні 10 не діляться на 15, а 60 ділиться на 15;

г) помилкове. Приклад: 23 - 21 = 2. Різниця 2 ділиться на 2, а 23 і 21 на 2 не діляться.
№38
Доведіть, що 
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 ділиться на 6 при будь-якому цілому 
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Розв’язання
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Отримали добуток трьох послідовних чисел, з них одне завжди ділитиметься на 3, і хоч би одне ділитиметься на 2, значить, добуток ділитиметься на 6.
№39
Доведіть, що якщо 
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 – просте непарне число, то 
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Розв’язання
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Отримали добуток двох чисел, одно з них більше на 1 непарного числа, друге - менше на 1, отже, обидва парні. Добуток  двох парних чисел ділиться на 4.

№40
Знайдіть знаменник дробу, який отримаємо після скорочення 
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Розв’язання

10100 = 2100∙5100. Тому, в чисельнику нас цікавлять лише множники, кратні 2 і 5.

100! = 1 ∙ 2∙ 3 ∙ 4 ∙ …..∙ 98 ∙ 99 ∙ 100 – добуток 100 перших натуральних чисел. Серед них половина парні, це дає 50 множників, що  дорівнюють 2. 25 чисел діляться на 4, це дає ще додатково 25 множників, що  дорівнюють 2. На 8 діляться 12 чисел, ще 12 множників, що  дорівнюють 2. На 16 діляться 6 чисел, на 32  -  3 числа, на 64 - 1. Всього 97 множників, що  дорівнюють 2. Отже, в канонічному розкладі чисельника є 297. Аналогічно,∙ знаходимо 24 множника, що  дорівнюють 5. Отже, в канонічному розкладі є 524. Після скорочення в знаменнику залишиться 23 ∙576.

Відповідь. 23 ∙576.

Ділення з остачею
Нехай 
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Теорема. Нехай 
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При діленні на число 
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 існують  остачі: 0, 1, 2, …, 
[image: image43.wmf](

)

1

-

b

.
При діленні на 2 множина всіх цілих чисел розбивається на 2 класи: 
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При діленні на  3 маємо 3 класи чисел: 
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№41
Знайдіть остачу від ділення 
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Розв’язання
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Відповідь. 1 .
№42
Доведіть, що при будь-якому натуральному 
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Розв’язання
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Число 
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 може бути представлено так: 
[image: image60.wmf]k

6

, 
[image: image61.wmf]1

6

+

k

, 
[image: image62.wmf]2

6

+

k

, 
[image: image63.wmf]3

6

+

k

, 
[image: image64.wmf]4

6

+

k

, 
[image: image65.wmf]5

6

+

k

.

1) 
[image: image66.wmf]k

n

6

=

, тоді 
[image: image67.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

6

1

6

6

1

6

1

1

2

M

+

-

=

+

-

=

-

k

k

k

n

n

n

n

n

;

2) 
[image: image68.wmf]1

6

+

=

k

n

, тоді 
[image: image69.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

6

2

6

1

6

6

1

1

2

M

+

+

=

+

-

=

-

k

k

k

n

n

n

n

n

;
3) 
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Таким чином, при будь-якому натуральному 
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№43
Доведіть, що при жодному цілому 
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 число 
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Розв’язання

Розглянемо три класи подільності:
1) 
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Отже, при жодному цілому 
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№44
На яку цифру закінчується число 32010?

Розв’язання

Спробуємо знайти  закономірність: 31=3, 32=9; 33=27; 34=81; 35=243; 36=729, 37=2187 і т.д. Очевидно, що останні цифри степеня числа 3 починають повторюватися: 3, 9, 7, 1, 3, 9, 7, 1… і т. д. Повторюються всього 4 цифри (3, 9, 7, 1), тобто, число, що дорівнює 3n, де n  ділиться на 4, завжди закінчується на 1, якщо залишок від цього ділення дорівнює й, то степінь закінчується на 3, залишок 2 – степінь закінчується на 9, залишок 3 – степінь закінчується на 7. Розділимо показник степеня числа 3 на 4: 2010=4∙500 +10 = 4∙500 +8 + 2, звідси, 32008 закінчується на 1, а 32010 закінчується на 9.

Відповідь. 9.


№45
Доведіть, що число, в десятковому запису якого є три одиниці та декілька нулів, не може бути квадратом.

Розв’язання

Якщо таке число існує, то воно ділиться на 3 і не ділиться на 9. Але, якщо  число ділиться на 3 і є повним квадратом, то воно ділиться на 9. Протиріччя.
№46
Доведіть, що при діленні суми квадратів двох послідовних цілих чисел на 4 остача дорівнює 1.

Розв’язання

Розглянемо послідовні цілі числа 
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, їх добуток – парне число( оскільки одне з двох послідовних чисел парне).
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№47
При діленні парного числа 
[image: image100.wmf]a

 на 3 остача дорівнює 1. Чому дорівнює остача від ділення числа 
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 на 6?

Розв’язання

При діленні числа 
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 на 3 остача дорівнює 1, тому число 
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 можна представити у вигляді 
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 - парне, отже рівність 
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Відповідь. 4.
№48
При діленні числа 
[image: image110.wmf]a

 на 5 остача дорівнює 1, а при діленні числа  на 3 - остача дорівнює2.  Чому дорівнює остача від ділення числа 
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 на 15?

Розв’язання
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Відповідь. 11.
2. Практичний матеріал

Завдання для самостійного розв’язування 
№49
Доведіть, що при будь-якому цілому 
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№50
Доведіть, що при будь-якому натуральному 
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 ділиться на 13.
№ 51
Доведіть, що якщо 
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№ 52
Число 
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 парне. Чи може остача від ділення числа 
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 на 6 дорівнювати 1? 3?
№ 53
При діленні парного числа 
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 на 12 остача дорівнює 7. Чому дорівнює остача від ділення числа 
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 на 2, 3, 4, 6?

№ 54
Непарне число 
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 кратне числу 3. Чому дорівнює остача від ділення числа 
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 на 6?

Увага!
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